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1. BEVEZETES

Az 1958-as esztendd igen nevezetes volt, két okbol is. Egyrészt ekkor sziiletett Balazs Gyorgy
LaszIo, a ma tinnepelt egyetemi tanar (/. abra); masrészt ekkor jelent meg K. Stange cikke a
Metrika folyodiratban arrdl, hogy a kettds valoszinliségi halozatban az elfogadasi jelleggdrbe
(miikodési jelleggorbe, roviden: OC-gorbe, angolul: Operating characteristic curve; németiil:
Annahmekennlinie, Operationscharakteristik, OC-Kurve) egyeness¢ valik, és két pontra
fektetett vonallal egyszerlien meghatarozhat6 (Stange, 1958). Ezt kovetden 1964-ben Jusius
Bonzel és Wilhelm Manns irt a Betontechnische Berichte foly6iratban a betonnyomészilardsag
az OC-gorbe segitségével valod értékelésérdl (Bonzel et al., 1969). Hazankban Windisch Andor
tanar Gr 1982-ben igy fogalmazott ,,A beton mindségellendrzése” cimi konyv 102. oldaléan:
»Az OC-gorbét egyetlen pontjaval (p, Ap)) és a hozzd tartozd probatestszammal (n) is
megadhatjuk” (Windisch, 1982).

E cikk szerz6je az 1960-as évek végén munkahelyi feladatul annak vizsgalatat kapta, mi a
valoszinlisége annak, hogy az N szemcsébdl allo és M nem megfeleld szemalaku szemcsét
tartalmazd zuzottkd halmazbdl vett n elemili mintdban 1évé nem megfeleld szemalaka szemcsék
széma k. A szerz0 a kérdésre a valaszt a hipergeometrikus valdszintiségi eloszlasbol kiindulva
keresvén megszerkesztette a binomialis valdszinliségi eloszlas transzformalt eloszlasgdrbéjét,
amelyrdl akkor f6l sem meriilt benne, hogy az OC-gorbére jutott (Kausay, 1968 és 1970)
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1. abra: Az el6adas nyitoképe a ,,BLGY 65 szimpdziumon (Kausay, 2023)
2. HIPERGEOMETRIKUS VALOSZINUSEGI ELOSZLAS

Adott p hibaaranyu (p = M/N alulmaradasi hanyada, azaz M hibas elemet tartalmazo N
elemszamu) tétel elfogadasanak (4tvételének) valdszinlisége (L = A()) az n elemszamu
mintaban talalt nem megfeleld (hibas) elemek ¢ szamatdl, valamint a p és a ¢/n hanyados
kapcsolatat kifejezd valodszinliségi eloszlas fajtajatol fiigg (Rinne et al., 1995), (Windisch,
1982):

- hipergeometrikus valdsziniliségi eloszlas esetén: L(p/N;n;c) = Hi(cIN;M;n) =

Hi(cIN;Nxp;n)

- binomidlis valosziniiségi eloszlas esetén: L(pln;c) = Bi(pln;c)

- Poisson-eloszlas esetén: L*(pln;c) = Po(cinxp)
A p hibaardnyu (tényleges alulmaradasi héanyadu) tétel elfogadasanak (atvételének)
valoszinlisége (A()) mind a mintdban 1€v0 ¢ = Amegengeder Nem megfeleld (hibas) elemek
szamanak novekedésével, mind a minta n elemszamanak csokkenésével novekszik.

Annak valoszinlisége, hogy az N elemii, M nem megfeleld elemet tartalmazo halmazbol

visszatevés nélkiili reprezentativ mintavétellel nyert » elemii mintdban a nem megfeleld elemek
szdma k, a Py hipergeometrikus valoszintiségi eloszlassal szamithato ki:

()< (=)
()

A valoszinliséget pontosan leir6 hipergeometrikus eloszlas esetén
a visszatevés nélkiili mintavétel kovetkeztében minden egyes mintaelem kivételekor
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megvaltozik a halmaz eredeti p = M/N alulmaradési hanyada. A hipergeometrikus eloszlas
felhasznalas nehézsége, hogy nagy N szamok mellett a valdsziniiségek kiszamitdsa igen
koriilményes. Ezért azzal a kozelitd feltételezéssel szokds €lni, hogy a minta elemei csak az
adott elem vizsgalatanak idejére keriilnek ki a halmazbdl.

3. BINOMIALIS VALOSZINUSEGI ELOSZLAS

Az ilyen visszatevéses reprezentativ mintavétel esetén a nem megfeleld elemek részaranya a
halmazban véltozatlan marad, azaz p = M/N = konstans. Ebben az esetben a visszatevéses
mintavétel feltételezése mellett a keresett valdsziniiséget a konnyebben meghatarozhaté

B = (1) xp* x (1 =p)"~"
binomialis valdszinliségi eloszlas fejezi ki, ahol k=0, 1,2,...nés 0 <p=<1,0.

Példaként vizsgaljuk meg, mi a valosziniisége (Bx) annak, hogy kiilonbdz6 p alulmaradasi
hanyadu tételekbdl » = 100 elemszamu mintéat véve a nem megfeleld elemek szama a mintaban
k. A valaszt a 100-adrendli, p paraméterli binomialis valdszintiségi eloszlas
gyakorisagfiiggvényei adjak meg (2/a. és 2/b. abra). A binomialis eloszlas diszkrét eloszlas, de
a szemléletesség kedvéért a 2020. évben szamitoégéppel rajzolt abrdkon az egyes
valoszinliségeket abrazol6 pontokat folyamatos vonallal 6sszekotottiik. A 2/b. abran latni, hogy
a binomialis eloszlds nem szimmetrikus, hanem egyre inkabb jobbra elnyuld (jobbra egyre
ferdébb), ha p értéke tart a nullahoz. A binomialis eloszlas a p = 0,5 értéknél szimmetrikus, és
attol p = 0,0, illetve p = 1,0 felé tavolodva egyre ferdébb (jobbra, illetve balra). Ennek
kovetkezménye, hogy esetiinkben — 1évén jobbra ferdiild eloszlas — a mdodusznal nagyobb a
median, és a mediannal nagyobb a k fiiggetlen valdszintiségi valtozd szamtani kozépértéke
(varhato értéke).

A modusz a legnagyobb Bk valdszinliséghez tartozd valoszinliségi valtozd (kmodusz), itt a
gyakorisagfiiggvénynek maximuma, az eloszlasfiiggvénynek inflexids pontja van.

A median az a valdszintiségi valtozd (kmedisn), amelynél az eloszlasfliiggvény By = 0,5
értéket vesz fel, feltéve, hogy ilyen 1étezik (Vincze E., 1972; Vincze 1., 1958).
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2/a. abra: Binomialis valoszintiségi eloszlas n-ed rendli gyakorisagfliggvényei, ha a halmaz
eredeti alulmaradési hanyada p = M/N = 0,2 (Kausay, 1968)



_195 0,4
B
o = n
808 035 ] /\ - Bi= (,‘) xpkx @ -p)nk
.§ = I —p=0,01
=z .5 —p=0,02
S = N
G, L L] —p =003
CEN f\\ p~ 0,04
22w AR AR ARRARRARRAARARNARNARR AR Ot
N — | A — = X
z S | R o007
‘% S 0,15 A A >/ />>.<§>‘S§§§ P 0,08
> & ‘ >1/ X SO —Pp=Y,
SRR
o / N N \\ —PpP= 0,10
g%o,os.z \ ,ﬁ>‘/ NN \Q\\
E ‘s /g//x\ \\LL \\\\\\\\\::\\\\\\\

s O ey

2 0 2 4 6 8 0 12 14 16 18 20

Nem megfelel6 mintaelemek szama, k
Anzahl fehlerhafter Probenelemente, &

2/b. abra: Binomidlis valdsziniiségi eloszlas gyakorisagfiiggvényei, ha a mintaelemszam
n =100 (Kausay, 2023)

A binomialis valoszinliségi eloszlas gyakorisagfiiggvényeibdl meghatarozhaték az
eloszlasfiiggvények, amelyek azt fejezik ki, mi a valosziniisége (X£Bx) annak, hogy kiilonb6zd
p alulmaradasi hanyadu tételekbdl példank szerint n = 100 elemszamu mintat véve, a nem
megfeleld elemek megengedett szama a mintaban Amegengedett (3/a. és 3/b. dbra).

A 3/b. abra valoszinliségi eloszlasfiiggvényeibdl leolvashato, hogy a tételb6l » = 100
elemszdmu mintdt véve, annak a valosziniisége, hogy a nem megfeleld mintaclemek
megengedett szdma — mint a tétel elfogadasanak feltétele — Amegengedett = 5, példaul p = 0,01
alulmaradési hanyadu tétel esetén 0,9995, p = 0,02 alulmaradédsi hanyadu tétel esetén
0,9845, p = 0,03 alulmaradasi hanyadu tétel esetén 0,9192 stb.
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3/a. abra: Binomialis valdsziniiségi eloszlas n-ed rendii eloszlasfiiggvényei, ha a halmaz
eredeti alulmaradési hanyada p = M/N = 0,2 (Kausay, 1968)
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3/b. abra: Binomialis valosziniiségi eloszlas eloszlasfiiggvényei, ha a mintaelemszam n = 100
(Kausay, 2023)



4. A BINOMIALIS ELOSZLAS TAPASZTALATI ALULMARADASI
HANYAD SZERINT STANDARDIZALT OC-GORBEJE

A 3/b. dbra kmegengedet = 5 abszcisszajahoz tartozd (p, XBx) értékparokat 1j
koordinatarendszerben abrazolva ¢s folyamatos vonallal 0Osszekdtve, a p (tényleges
alulmaradasi hanyad) fiiggetlen valtozoji XBx = A(p) elfogadasi valdsziniiségi gorbét kapjuk
meg (4. abra kozépso gorbe). E miiveletet a kmegengedett = 3 €S @ kmegengedett = 7 abszcisszdjahoz
tartozo (p, LBx) értékparokkal is elvégezve kapjuk a 4. dbran lathaté masik két, p fliggetlen
valtozoja elfogadasi valdszinliségi gorbét.

A binomidlis valésziniiségi eloszlas kiilonb6zo n-ed rendii eloszlasfiiggvényeibdl kiindulva
hasonloképpen szerkeszthetok meg az 5. dbra kiillonbozd n-ed rendll p fiiggetlen valtozoju
2By = A(p) elfogadasi valosziniiségi gorbéi, ha a nem megfeleld elemek megengedett szdma a
mintaban kmegengedett =3.

A 4. és 5. abran megszerkesztett gorbék a binomialis eloszlas OC-gorbéi. A gorbe alatti
tartomany az elfogadasi feltételt kielégito esetek, a gorbe feletti tartomany az elfogadasi feltételt
ki nem elégitd megjelenési helye.
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4. abra: Elfogadasi valdsziniiségi gorbe — OC-gorbe — binomialis eloszlas feltételezésével,
ha a mintaelemszdm n» = 100 és a nem megfeleld mintaclemek megengedett szama
kmegengedett = 3, kmegengedett = 5 és kmegengedett = 7, azaz rendre kmegengedett/ n = 0,03;
kmegengedet/7n = 0,05 €s kmegengede/nn = 0,07 (Kausay, 2023)



2
=

S 5

E's

E % k \x

< \ \
=
g ‘
_ ' E miivelettel OC-gorbéket
< 0,5 7 kaptunk.
™) 0.4 AL Damit haben wir
E T \ OC-Kurven bekommen.
£ 03
2 ]
= M \ \\
:§ 0,1 ] . \\9\
S | I
2 00 — : - —_—— ——
=

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
n=50,n=100, n =200 darabos mintaval minésitett halmaz valédi hibaaranya, p
Wahre Fehlerrate des Haufens (tatsichlicher Fehleranteil), p

5. abra: Elfogadasi valdsziniiségi gorbe — OC-gorbe — binomialis eloszlas feltételezésével,
ha a mintaelemszadm n = 50, n = 100 és n = 200, és a nem megfeleld mintaclemek megengedett
SZAma  Kmegengedet = S, azaz rendre Amegengedet/n = 0,100; KAmegengedet'n = 0,050 ¢és
kmegengedet/nn = 0,025 (Kausay, 2023)

Tekintve, hogy a 4. és 5. abra az optimalis mintaelemszam kivalasztasara nem eléggé
szemléletes, célszerli a tapasztalati alulmaradasi hanyad (k/n) szerint standardizélt (k/n — p)
elfogadasi valoszinliségi gorbéket (k/n — p)x100 abszcissza beosztast (az alulmaradasi hanyad

szerinti standardizalas) és
n/p k

ZBk - ZBk x 100
k=0 k

=0

ordinata beosztasti koordinatarendszerbe transzformalni (6. dbra). A 6.-9. dbrakon
a transzformalt diszkrét eloszlasfiiggvény — a negativ féltengelyen alsod, a pozitiv féltengelyen
fels6 — folytonos burkologdrbéjét tiintettiik fel a 7. abra vazlata szerint.
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6. abra: A tapasztalati alulmaradasi hanyad (k/n) szerint standardizalt binomialis elfogadési
valoszinliségi gorbék — a tapasztalati alulmaradasi hanyad szerint standardizalt OC-gorbék —
transzformalasa (Kausay, 2023)
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7. abra: A binomialis valdszinliségi eloszlas tapasztalati alulmaradéasi hanyad (k/n) szerint
standardizalt eloszlasfliggvénye transzformaldsanak vazlata (Kausay, 1968)
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8. abra: n-ed rendii, p = 0,2 alulmaradasi hanyadq, a tapasztalati alulmaradési hanyad (k/n)
szerint standardizalt binomialis valdszinliségi eloszladsok transzformalt eloszlasfiiggvényei
(Kausay, 1968)
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9. abra: A mintavétel itéletének megbizhatéosdga az binomidlis valdszinliségi eloszlas
tapasztalati alulmaradasi hanyad (k/n) szerint standardizalt €és transzformalt eloszlasfliggvénye
— a tapasztalati alulmaradasi hanyad szerint standardizalt OC-gorbe — alapjan (Kausay, 2023)

s

nspection TatP'

A 9. abran lathatd, hogy a mintavétel itéletének adott p hibaaranyhoz (tényleges alulmaradasi
hanyadhoz) tartozé megbizhatdsaga annél nagyobb, mennél sziikebb a binomidlis transzformalt
eloszlasfiiggvény — a tapasztalati alulmaradési hanyad szerint standardizalt OC-gorbe — két
szaranak, azaz az ollonak a nyiléasa.

Valamely mintavétel itéleteinek adott hiba-részhanyadhoz tartoz6 megbizhatosaga
mérdszamaul jol hasznalhatdé az uUn. biztonsagi index (/), amelyen a transzformalt
eloszlasfliggvény két szara, azok abszcisszaval parhuzamos érintdi €s a zérus abszcisszaju egyenes
altal hatarolt teriiletek ez utobbira vett elsérendii nyomatéka abszolutértékének osszegét értjiik. Az
elsérendli nyomaték ugyanis kelloképpen kihangstlyozza az abszolutértékre nagyobb itélethibanal
fellépd valoszintiségosszeg kedvezitlenebb szerepét. A tagonkénti nyomatékszamitast elkertilhetjiik a
biztonsagi index (/) és a valoszintiségeloszlas szorasnégyzete kozotti Osszefliggés felhasznalasaval.

Minthogy a binomialis valdsziniiségeloszlds szorasnégyzetének a p tényleges alulmaradési
hanyaddal és az » mintaclemszammal kifejezett Gsszefliggése:
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o2 =nx(p—p?)

a biztonsagi index képlete (Kausay, 1968):

X
2 n
A biztonsagi index nevezetlen szdm. A biztonsagi index képletébdl kiolvashato, hogy a
biztos mintavétel (n = o0) biztonsagi indexe I, == 0, a lehetetlen mintavételé (n = 0) pedig 1, =
o = oo. Példaul a 8. abran abrazolt p = 0,2 alulmaradasi hdnyadi binomidlis OC-gorbék
biztonsagi indexe (Kausay, 1968):
n=30db [=2667
n=60db [=1333
n=120db =667
n=250db [1=320
n=500db 7=160

5. A -ELOSZLAS TENYLEGES ALULMARADASI HANYAD SZERINTI
OC-GORBEJE

A megszilardult beton nyomoszilardsaganak 5%-os alulmaradédshoz tartozo jellemzo értékét az
MSZ EN 1990:2011 Eurocode szabvany D7.2 szakasza szerint a ¢ valdszintiségi eloszlasnak az
n mintaelemszamtol fiiggd valdszinliségi valtozdja, a Student-tényezd alkalmazasaval
hatdrozzuk meg. A mintaelemszam novekedésével a r-eloszlas egyre jobban megkozeliti a
Gauss-féle normalis eloszlast (/0. abra). A visszavont MSZ 4720-2:1980 szabvany szilardsagi
eldirasa is azon a feltételezésen alapult, hogy a szabvanyos betonok nyomdszilardsaganak
eloszlasa a Gauss-féle normalis eloszlasnak, illetve az azt kozelitd Student-féle eloszlasnak
felel meg.

A t-eloszlas (Student-eloszlas) tényleges alulmaradéasi hanyad (p = M/N) szerinti OC-
gorbéjébol (11. abra) azt olvashatjuk le, hogy mekkora valoszintiséggel vessziik at (fogadjuk
el) a p alulmaradési hanyadu tételt, ha a minta elemszédma n. Ha a hibas elemek részardnya a
megengedett psov = 5%-nal kisebb, akkor az atvétel valoszinlisége 50%-nal nagyobb; ha a hibas
elemek részardnya a megengedett psov, = 5%-nél nagyobb, akkor az atvétel valdszinlisége 50%-
nal kisebb, ha pedig éppen psow = 5%, akkor az atvevd és a gyartd kockazata ugyanakkora
(50%).

E gorbék sajatsaga, hogy az elfogadasi valoszinliség (A(p)) értéke a megengedett psov
tényleges alulmaradasi hanyad esetén az n mintaclemszamtol fliggetleniil A(p) = 0,5, mas
szoval a r-eloszlas psow tényleges megengedett alulmaradési hanyadhoz tartoz6 OC-gorbéi a
(ps0%, Ap)= 0,5) pontban metszik egymast.

Ha az adott psov abszcissza fliggblegesén az OC-gorbék metszéspontja feljebb tolodik, azaz
A(p) > 0,5, akkor az OC-gorbe nem a f-eloszlds szarmazéka, és minthogy a hozza tartozo
atvételi valoszinliség 50%-nal nagyobb, a nyomoszilardsag értékelési feltétel ,,gyartobarat”
ahogy azt Hosser és Gensel az EN 206 (napjainkban: MSZ EN 206:2013+A2:2021) szabvany
betonszilardsag-megfeleldségi igazolasardl szolva nevezte (Hosser et al., 1995).
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Student és Gauss valosziniiségeloszlis, Alulmaradasi hanyad, p

4 35 3 -25 -2 15 1 05 O oO5 1 15 2 25 3 35 4
A 1, Student-tényezo negativ értéke

Valosziniiségi valtozo, x
10. abra: A t-eloszlas (Student-eloszléas) eloszlasfiiggvényei kiilonb6zé n mintaclemszamok
esetén. A Gauss-téle eloszlas az n = oo mintaeclemszamhoz tartozik.
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11. abra: A t-eloszlas (Student-eloszlés) elfogadési valdszintiségi gorbéi — OC-gorbe — ha a
mintaelemszam n = 20, n = 40, n = 100 és n = 200, és a nem megfeleld elemek megengedett
részaranya a tételben pso; = 5. A Gauss-féle eloszlas az n = o mintaeclemszamhoz tartozik.

6. OSSZEFOGLALAS

Az OC-gorbe (nevezik miikddési vagy elfogadasi jelleggdrbének is) valamely p alulmaradasi
hanyadu tétel A(p) elfogadasi valoszinliségét adja meg, ha a minta elemeinek »n szama.

Az OC-gorbével valaszt kaphatunk a kérdésre, hogy milyen mértékben tiikrézi vissza
az n-elemii minta mindsitéses vizsgalati eredménye a halmaz p hibaaranyat; vagy hogy
a megfeleldség kovetelményétdl fliggden mekkora a p hibaardnyt halmaz elfogadasanak,
illetve elutasitasanak valosziniisége.

Torekvésiink, hogy az atvevd kockézata ne legyen tobb, mint 50%, ha az értékelési idészak
alatt az Osszes lehetséges eredmény alapsokasagdnak pontosan 5%-a van a vizsgalt tulajdonsag
kovetelmény értéke alatt (a meg nem feleld mindségli terméket a vevo atveszi), illetve a gyartd
kockazata ne legyen tobb, mint 50%, ha az értékelési iddszak alatt az Osszes lehetséges
eredmény alapsokasaganak pontosan 5%-a van a vizsgalt tulajdonsag kovetelmény értéke felett
(a megfeleld mindségli termék atvételét a vevo elutasitja).

Eloiras, hogy a 100 év tervezési élettartamu szerkezetek betonjanak elfogaddasi
valosziniisége ne legyen tobb, mint ~50%, amely kovetelményt minden Eurocode 2
(MSZ EN 1992) szerint tervezett 50 év tervezési €lettartamu szerkezet betonja esetén is ajanlott
betartani (MSZ 4798:2016/4M:2023).

A binomidlis valosziniiségi eloszlas és a Student-féle t-eloszlas OC-gorbéje e célkitlizés
elérésének eszkoze.

Miutan attekintettik az utat, amely a hipergeometrikus valdsziniiségi eloszlastol
az OC-gorbéig vezet, személyes gondolatokkal koszontottiik a 65. sziiletésnapjat {innepld
Balazs L. Gyorgy egyetemi tandr urat (/2. abra).
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